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ABSTRAK 

Oalam makalah ini dibahas sistcm jaringan antrean multichannel tat-si.ldik dengan dua server. Dari 
sistem jaring� �.!!Ji dapat dibcntuk ipatri\ss adjascn yang elemen-eleme�ya be!u-P.• interval da1am 
Alj1bar Max-Plus. l.am&nya proses pelayanan diberikan dalam beotuk interval dengan bilangan 
intc:rvalnya adalah bilangan real. Matriks in1erval juga aeperti matriks biasa dimana mempunyai nii.i 
cigen dan vektor cigen. Nilai eigen dan vektor cigen yang dibahas adalah nilai eigcn dan vektor cigen 
Max-Plus in1erval. Nilai eieen dan vektor cigen yang diperoleh dari malrib interval tcnebut dapat 
digunabn untuk meogan1li1is keperiodilcao 1d1em jaringan antreao achingga dari sistcm jarinian antrcan 

ini dapat dihasilk.anjadwal pelayanan yang periodik. 

Kcy¥,ords: Aljabat Max-Plus, antn:an.. malrib intcrval�nilai cigen, vektor eigen. 

·rENDAnULuAN 

Pada kchidupan schari-hari masih sering dijum�i antrcan pada suatu pelBY.3nBn publik. Tidak 
ja"rang pula terlihat antrean cukup panjang schingga mcmbuat para pelanggan mcnunggu cukup 
Jama untuk mendapatkan pclayanan. Hal ini akan mcnurunlcan cfcktifitas pclayanan 
Panjangnya antrcan discbabkan olch waktu yang tidak tcntu. Schingga mengakibatkan adanya 
imcrval nilai dalam lamanya walctu pclayanan. 

Aljabar max--plus sering digunakan untuk mcmodel.kan suatu pennasalahan scperti sistcm 
antrean, penjadwalan, produksi, dan sebagainya. Scpcrti halnya pada aljabar biasa, untuk 
mcnyclcsai.kan model tcrscbut muncul pe:masalahan adanya interval nilai yang mcnycbabkan 
adanya matrilcs interval. 

Makalah ini membahas sistcm jaringan antrcan multichannel tak-siklik dengan dua server. Dari 

si.stem· jaririgan antrean ini dapat dibentuk matriks adjascn yang clcmen-clcmennya bcrupl 
interval dalam Aljabar Mu-Plus. Lamanya proses pclayan.an dit,crikan dalam bcntuk interval 
dcngan bilangan intcrvalnya adalah bilangan real. Dalam model sistemjaringan antrcan ini alcan 
dibcntuk matrik.s adjascn yang bcrupa matriks interval dalam aljabar max-plus.· Matri)cs interval 
merupakan matriks yang clcmen-elcmcn didalamnya berupa interval tertutup dengan satu 
matrib batas bawah dan satu matriks batas alas sebagai pcnyusunnya. Matrib interval ini juga· 
sepetl matriks biasa dimana mempunyai nilai cigcn dan vclctor eigcn. Nilai eigen dan.vektor 
eigcn yang dibahas adalah nilai cigen dan velctor eigen dalam Max-Plus interval. Nilai ·cigcn dan 
vclctor cigcn yang diperoleh dari matriks interval tcrscbut dnpat digunakan l\ntuk mcnganalisis 
keperiodikan sistem jaringan antrean yang tclah dimodclkan sehingga dari sistcm jaringan 
antrcan ini dapat dibasilkan jadwal pclayanan yang pcriodik. 

' 
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BAIIAN DAN METODE 

Aljabar Max-Plus merupakan bimpunan R.,. dcngan dua operasi biocr yaitu maksimum yang 
dinotasib.n dcngan simbol ED dan tamba.h yang dinot.asikan dengan simbol ® yang dinyatakan 
dcngan R • (R..,... $, 0, s; e). R- adalah himpuna.n R u & dcngan R mcrupabn himpunan 
bilangan real. Didcfinisilcan s» -co dan e • 0. Untuk sctiap a, e-e R-. didcfinisikan opcrasi ED 
clan® adalah a tD b • maks(a,b) dan a® b •a+ b. Kcdi.ia opcrasi blncr dalam aljabar max-plus 
mempunyai kcmiripan dcogan operasi pcrkalian biasa dua matrib pad.a aljabar bia.sa. Pad.a 
pcrlc.alian dua matriks dalam aljabar biasa tcrdapat dua openu;i yaitu bli dan tambah. Jika dalam · 
Aljabar Max-Plus kali mempunyai makna tambah dan tambah mcmpunyai makna maksimum. 

Aljabar Max-Plus dcngan aljabar biasa tcrdapat analogi_ .yang jclu di atu sis\, Dcngan 
rncnggunabn notasi-ootasi dalam Aljabar Max-Plus diberikan pasamaan keadaan dalain 

bentuk: 
x(k+l)-A®x(k),k-0,1,2, ... _ (I) 

dimana vcktor- x E K' mcnyatakan kcadaan dari model dan x(..t) menyatakan pada saat kc-A: .A. e 
R-,,. adalah matrib bcruhuan n xn. Bila dibcrikan k:cad4an awal x(O) • io. · maka evolwi 
keadaan mendatang dari persamaan (I) dapet ditentukan. Jib penamaa.n (I} ditulis dalam 
bcntuk pcrsamaan skalar dipcrolch: · 

x
1
{k+ I)= 1Bj .. 

1
a,. ®x1(..t), i • 0, l. ... , n dank• 0, J, 2, ... (I) 

Sccara umum, cvolusi dari (I) dan (2) bcrbcda. Pada pcrsamaan (I), argumcn k pad.a x(k) 
mcnyatalcan pengulangan benipa banyak wa1ctu pad.a titik-titik yang sudah alclif. Scdangkan 
pad.a pcrsamaan (2), argumcn ..t pada x(k) mcnyatalcan walctu kc..t pada kcadaan x(l). Sc&agai 
ecntoh, pad.a jaringan kcrja yang tcrdiri dari bcbcrapa titik dan bcbcnpa garis yang 1crhubung 
dcngan titik-titik terscbul, jaringan kcrja yang bcrhubungan dcngan persamaan {I) mcmpunyai n 

litik yaft& d.iWakili olch sctiap x1• Semcntara iru, a, bcrlcaitan dcngan bobot"garis dari titikj kc­ 
ti1ik t bila garis ini ada. Titik dalam jaringan kcrja bcrpcran dengan akl.ivitas tcl'lcntu. Aktivitas­ 
aktivitas ini mcmbutuhkan waktu hingga yang discbut waktu a1ctivitas. 

Diasumsikan aktivitas pada titik tenentu banya dapat dimulai jib scmua aktivi1as yang 
mcndahuluinya sudah mcnyclcsaikan aktivitasnya dan mcngirimkao hasilnya scpanjang garis 
yang mcnghubungkan titik. tcrscbu1. Jadi garis yan&. bcrkaitan: dengall a1 d.apat ditafsirkan 
scbagai saluran outpu1 untuk titik i clan socara bc:rsaniaan scbagai saluran input untuk titikj. 
Dengan dcmik:ian, x,(k) menyatalam waktu aw al dimana titik i mcnjadi aktif pad.a saat kc-k dan 
a, adalahjumlah dari waktu aktivitas titikj dan lamanya waktu pcrjalanan dari titikj kc titik i. 

Suatu pcrluasan dari (I) dinyatakan scbagai bcrikut: 
x(k + I) - A ® x(k) <ll B ® "(k) d,ny(k) - C ® #) (3) 

dimana u(k) mcrupakan input scdangkan y(k) mcrupakan output. Pada jaringan kcrja, ll{k) suatu 
vcklor yang mcnunjuldcan sumbcr daya tcncntu terscdia pada waktu kW scdangkan vcklor y(k) 
mcnyatakan saal dimana produk akhir darijaringan kcrja ditawarkan pada dunia luar. 

- - 

Pada aljabar max-plus suatu bilangan A e' R dan veklor .T·e R·:m.i dinamakan niJai cigen dan_ 
v�ktor eigcn Yang bcrsesuaian untuk sua"tu matrib 'bujur �ngkar ,.j bcrukuran nxn jika 
mcmenuhi · 

A ® x • J. ® x .  
Nilai eigen ,l dapal difafsirknn scbagai waklu periodik dari sisle��Yaitu SC!iap titik dari jaringan 
kcrja yang scsuai mcnjadi aktifsctiap A satuan (·Subio�. 2000). 
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Alj•har Max-Plus Interval dan Matriks Interval Max-Plus 

Interval terturup .x dalam R-.. adalah �tu himpunau bagian dari R- yang bcrbentuk 
.x = [!,x] = {.x e R.;... I !Q..x O. X }: Interval .x dalaf!l,R.,..b tersebut disebul interval max-plus. 
Didefinisikan /(R), := { x = [!,i)I !: i F. R; i O ;! [!., x·} u { s} dcngan c :' = [e,rj. Pada /(Rj, 
didefinisilcan operator i � if dengan xi)y;,,, b@ y,i EB);] dan x®y =k® y,i.0 s] 'r/ x,y 
E I{R),. l(R), mcrupakan semiririg idempoten komutatlf dengan elemcn neiral e : ·- [ E,E) dan­ 

elcmen satuan O = [0,0). Sem.iring idempoten komulatif (!(R),,i,®) disebut Aljabar Max­ 
Plus Interval yang dinotasikan dengan /(R),.. 

Untuk A e /(R)::. didefinisi.kan matriks A= �v> e R: dan A= (Au) e R:,: berturut­ 
turut yaitu matriks batas bawah dan malriks batas atas dari matrik.s interval .A. 

---- l(R):;.-.-={A = (A,)!Av e /(R)...,.� �1-)..s.R�untuk.i �1,2, ... , m danj "!' I, 2, ... ,.n. 

Matriks anggota I(R): disebut Matriks Interval Max-Plus. 

Ddinisi 1: 

Diberikan A e /(R):::,. Sblar interval A. e l(R)..- disebut nilai eigen Max-Plus lntervaJ 

matriks interval .A jika terdapat suatu vektor interval v e /(R):,. dengan v • e.,.
1 

sehingga 
. .A@v = A-® v . Vektor v tersebu�is�· ytktor eigen Max-Plus interval matriks intaval A yang 
berscsuaian dengan ..t 

Koostruksi Model Slstem Juingmn Antrelln Tak Siklik 

Struktur jaringan antre.an dapat dinyatakan dengan graf berarah tak sildik G = (N.A). Untuk 
setiap i e: N didefinisibn himpunan pendahulu dan penerus tirik i berturut-turut dengan P

1 
- {j I 

U.J) e A} dan s, = {i I {i,f) e A}. Dimisalkan .x.,(k+l) adalah waktu kcdatangan pdanggan kc- 
' (k+l) pada titik i, kemudian y(k) adalah waktu pelanggan yang telah selesai meodapatJcan 

pelayanan ke-k pada titik-i, dan la adalah lama waktu pelayanan untuk pelanggan ke-k pada 
pelanggan i. 

Diasumsilam jaringan muJai bcroperasi pada nol waktu yaitu bahwa.x.,(O) • 0 clan .x.(l:) = &untuk 
scmua k< 0, i .. I, ... , n. Dinamika antrean pada titik i dapat dinyatakan sebagai berikut: . x,(.\+I) = maks(t• + y{k), t• + x,(k)) (4) 

· . .  �{maks1.,1'(0(x1(k)) ,jikaP(i);,1;0 
,,(k)- . . . (5) 

c , untuk lamnya 
Dengan notasi AJjabar Max-Plus, maka persamaan (4)"dan (5) dapat dituliskan sebagai berihit: 

.x,(Jc+ I) •lit® y.(k) EB tu.® xf..k) (6) 

y,(k) = {Ell J•"<•> (x,(k)) ,jika P(;) • 0 (?) 
e , untuk lamnya 

Dimisalkan 

, 

dan 
x(.\+IJ = [x,(,\+ I), x,(A+I ), ... , x,(.\+ I )J '. y(k) = [y,(k),y,(k), ... , y,(k)]' 

{
,,. --- 

Tj = : · -. 

£ .. .  

l 

Persamaan (6) dan (7) dapat dituliskan menjadi: 
x (k+I) .. T1 ® y(�) G:l Ti® .x(k) 
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y(k) - G ® x(k) (9) 
dengan unsur-unsur dari matriks G yaitu 

-. G  ""{O ,jikajeP(i) 
/J 6 , umuk lainnya 

G merupakan matrik.s adjasen dari struktur jaringan anrrean. Dari pcrsa.maan (8) dan (9) dapal 
dituliskan perumaan: 

x(k+I) • T,® G®x(k)<ll T,®x(k) .,.((-E<ll (T, ® G) <B ..• Ell (T, ® G)°') ® TJ ® x(k) 
Karena struktur jaringan antrca.n merupakan-grafberarah tak-sik.lilc, ma1ca (T1 0 G)&f � £ untuk 

t semua q > p, schingga diperoleh 
x (k+1) ·((£Eller,® G) e ... e er,® GJ°'> ® rJ ®x(kl 

• ((E <B (T, ® G)f) ® T, ® x(k) 
Diberikan jaringan antrean tak-sik.lik dengan struktur jaringan yang mcmpunyai panjang 
Iintasan tcrpanjang p dan matriks adjasen G. Persamaan keadaan ebplisit jaringan tersebut 
adalah · x(k+l) • A(k) ®x(k) 
dimana A(k) • ((E <ll (T, ® G)f) ® T• 

HASIL DAN DISKUSI 

(11) 

Co11tob Aplikasi Sistem Jaringao Antre1n MultiCbannel Tak Slklik dengan Dua Server· 

Diperhatikan jaringan antrean dalam Gambar 1. Ditunjukkan bahwa u(k) adalah input dan y(k) 
adalah output. Dalarn siStem jaringan antrean, u(k) merupakan antrean pelanggan yang akan 
dilayani, sedanglcan y(k) merupakan para pelanggan yang tel ah selesai dilayani. 

2 

4 

3 

Gambar l: Jaringan antrean multichannel tak siklik dcngan dua server. 

Matrilcs adjasen dari jaringan antrean di atas adalah sebagai berikut: 

[ � : : ; ]  
G •  

0  £  s  £  

c  O  O  c  

Dari persamaan (I) diperoleh pcrsamaan keadaan dalam aljabar max-plus interval sebagai 
berikut: . 

x(k+l)•A ® x(k), 
ry,aka [ 1,(k) & .. . £ :  •  &  ]  '1(k)®r2(�) . l2(k) & & ' A ::  -  · -  -  

l1(k)®1J(k)- & ,,(k) & • 
11 (k)®(l2 {�)@13 (k))®1 .. (k) . t1(k} ®t4(k) tJ(k) ®t,(k) t, (k) ·. 
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Lama waktu pclayanan 1.(t) yang dibahas berupa bilangan real. Dimisalkan diberikan lama 
waktu pclayanan sebagai berilcut: 

t11 • [6,7J, tu • [8, I OJ, l).t = [8, 1 OJ, t� •.{ 4,5J, 
Schingga didapatkan 

[[6,7] 
• . ,  ·  .  [14,17] [8,10] £ 

. A= .  .  ·  [14,17] £ [8,10] [18,22) [12,15] [12,15] 
Dari pcrsa,maan (3),}ika ditulis dalam notasi. aljabar max-plus interval adalah 

x(k + I)• A ® x(k) iB B ® u(k) dan ){k) • C ® x(k). 

'-"-···�·:[�]:::� ,., 
Dengan menggunakan scilab, maka diperoleh & = 13 dan 1 = 16 dengan velctor cigen bcrturut· 
turut yaitu 

. •·[:�] dan ,-[�:]. - �: �! - � : .. :\ . . . .  
Dipcrolch sistcm jaringan antrcan yang pcriodik scbagai bcrikut: 

[1;�111J, [t:t�:!J, [iir:tiJ, [l:'.tiJ, [i�tmJ, ... [31)8] [44,54) [57,70] [70,86] (83,102] dan 
1101 n•, rm ,m )'(t) ([34,421}; ([47,58]); ([60,74]); ([73,90]); ([86,106]); ... 

Dari sistem jaringan antrcan yang pcriodilc. maka dapat dibcntuk jadwal pclayanan periodik 
� sistcm jaringan antrean multicharmel tak siklik dcngan dua server. Berikut ini adalah 
jadwal antrcan pcriodilcnya. 

Jika_dimisa1kan waktu awaJ dimulainya memberikan pelayanan pada pukul 08.26 dan �tuan 
waktu pemroscsan dalam menit, rnaka dari sistcm jaringan antrean yang pcriodik dapat 
dikctahui bahwa interval waktu awal dimulainya antrcan yaitu pada pukul (08.26, 08.32] yang 
diprcsentasikan dengan place I yaitu place antrcan para pelanggan. Selanjutnya interval walctu 
dimulainya pelayanan pada pukul (08.27, 08.33] untukplace 2 yaitu place pclayanan I bcgitu 
juga dengan place 3 yaitu place pclayanan 2 dimulai pad.a pukul (08.27, 08.33] karcna 
diberikan interval waktu yang sama. Pclanggan yang telah selcsai mcndapatkan pclayanan untuk 
place 4 selesai pada pukul (08.31, 08.38). Untuk lebih lcngkap, lihat Tabel I. 

T•bcl I: Waktu .... Jayanan To. T T1, T1, dnn r, ada 4 olace eela nn"n 
T, T, T, T, T 

Place I 08.26 - 08.32 08.34 - 08.48 08.52- 09.04 09.05 09.20 09.18-09.36 
Place 2 08.27 - 08.33 08.40 08.49 08.53 09.05 09.06- 09.21 09.19-09.37 
Place 3 08.27 08.33 08.40 - 08.49 08.53 09.05 09.06-09.21 09.19-09.37 
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rP/�a4 I 08.31-08.38 ! 08.44-i18.54 j 08'-'1-09.10° ! 09.»--09.26 ! 09.23-09.42 

KESIMPULAN 

' Aljabar max-plus dapal diaplibsikan pada jadwal sistem jaringan antrean mulricha1t11el tak 
siklik. Dcngan mcnggunakan aljabar max-plus dapat dikonstrulcsi model sistcm jaringan antrcan 
multichannel tak ,ik:1.ik yaitu 

x(,-,.1) •A(l) ®x(l) 
dimana A(.t} •((E-$-(7\·® G)'f) ® T,.. Dari model ini dapal dikctahui waktu pelayanan pcriodik 
sistem yaitu nilai·eigcnnya dan jikl. vektor cigen yang benesuaian dcngan nilai cigcn dijadikan 
scbagai waktu awal pelayanan dengan periodc lBJna dengan nilai cigcn tc:ncbut. 
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