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ABSTRAK

Dalam makalah ini dibahas sistem jarinpan antrean mmlftichanne! tak-siklik dengan dua server. Dari
sistem jaringan antrean ini dapat dibentuk mutriks adjasen yang elemen-clemennya berupa inferval dalam
Aljsbar Max-Plus. Lamanya proses pelayanan diberiken dalam bemtuk imterval dengan biangan
intervalnya adalsh bilangan real. Matriks interval juga scperti mariks biasa dimana mempurgysi nilai
agen dan vektor eigen. Nilei ¢igen dan vekior eigen yang dibahas adalah nilai eigen dan vektor cigen
Max-Plus interval. Nilai eigen dan vektor eigen yang diperoich dari matriks interval terschut dapat
digunakan untuk menganalisie keperiodikan sistern jaringan antrean schingga dari sistem jaringan antrean
ini dapat dihasilkan jadwal pelayansn yang periodik. .

Keywiords: Aljsbar Max-Plus, antrean, matriks interval, nilai eigen, vektor eigen.

PENDAHULUAﬁ

Pada kehidupan sehari-hari masih sering dijumpai antrean pada suatu pelayanan publik. Tidak
jarang pula terlihat antrean eukup panjang sehingga membuat para pelanggan menunggu cukup
lama umtuk mendapatkan pelayanan. Hal ini akan menurunkan efektifitas pelayanan
Panjangnya antrcan discbabkan oich waktu yang tidak tentu. Sehingga mengakibatkan adanya
interval nilai dalam lamanya waktu pelayanan.

Aljgbar max-pius sering digunakan untuk memodelkan suam permasalahan seperii sistem
antrean, penjadwalan, produksi, dan scbagaiya Seperti halnya pada aljabar biasa untuk
menyelesaikan model tersebut muneul permasalahan adanya interval nilai yang menyebabkan
adanya matrks interval,

Makalah ini membahas sistem jaringan antrean multichannel tak-siklik dengan dua server. Dan
sistern’ janrigan amirean ini dapat dibentuk matriks adjasen yang clemen-ciemennya berupa
interval dalam Aljabar Max-Plus. Lamanya proses pelayanan diberikan dalam bentuk interval
dengan bilangan intervalnya adelah bilangan real. Dalam modd sistem jaringan antrean ini akan
dibentuk matriks adjasen yang berupa matriks interval dalam aljabar max-plus. Matriks interval
merupakan matriks yang elemen-clemen didalamnya benupa intetval tertutup dengan satu
matriks batas bawah dan salu malriks batas atas sebagai penyusunnya. Matriks interval ini juga
seperii matriks basa dimana mempunysi nilai cigen dan vektor cigen. Nilai gigen dan vektor
cigen yang dibahas adalah nilai eigen dan vektor eigen dalam Max-Plus interval. Nilai eipen dan
vektor eigen yang diperoleh dari matriks interval tersebut dapat digunakan uyntuk menganalisis
keperiodikan sistem jaringan antrean yang telah dimodelkan sehingga dari sistem jaringan
antrean ini dapat dibasilkan jadwal pelayanan yang periodik.
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BAHAN DAN METODE

= Aljabar Max-Plus

Aljbar Max-Plus merupakan himpunan R, dengan duz operasi biner yailu maksimum yang
dinotasikan dengan simbo} @ dan tambah yang dinotasikan dengan simbol ® yang dinyztakan
dengan R = (R, ®, ®, ¢ e). R.a, adalah himpunan R U £ dengan R merupakan himpunan
bilangan real Didefinisikan £= - dan e = 0. Untuk setiap a, b € Ry, didefinisikan operasi ©
dan'® adalah a @ b = maks(a,b) dan a® b =a + b Kedua operasi bner dalam aljabar max-plus
mempunyai kemiripan dengan operasi perkalian biasa dua matriks pada aljsbar biasa. Pada
ian dua matriks dalam aljabar biasa terdapat dua Operasi yaitu kali dan tambah. Jika dalam
Aljabar Max-Phis kali mempunyai malma tambah dan tambah mempunyzi mskna maksimum,

Aljpbar Max-Plus dengan aljabar biasa terdapat analogi yang jelas di satu sisi. Dengan
menggunakan notasi-notasi daiam Aljpbar Max-Plus diberikan persamaan keadaan dalam
bentuk:

Xk+1)=A®x(k),k=0,1,2, .. 1))
dimana vektor x € K" menyatakan keadaan dari model dan x(k) menyatakan pada saat ke-k. 4 €
Rou, adalah matriks berukuran nxn. Bila dberikan keadaan awal x{0) = x;, maka evolusi
keadasn mendatang dari persamaan (I} dapat ditentukan. Jika persamaan {1} ditulis dalam
bentuk persamean skalar diperoleh:

x{k+1)= &} 1a, x ;(k), i=0,1 .. ,ndank=0,12 .. (1)

Secara umum, evolusi dari (1) dan (2) berbeda. Pada persamaan (1), argumen & pada x(t)
menyatakan pengulangan berapa banyak waktu pada ttik-titik yang sudah aktf Sedangkan
pada persamaan (2), argumen X pada x(k) menyatekan wakiu ke-k pada keadaan x(k). Sebagai
conoh, pada jaringan kerja yang terdiri dari beberapa titik dan beberapa garis yang terbubung
dengan titik-titik tersebut, jaringan kerja yarg berhubungan dengan persamaan (1) mempunyai n
titik yahg diwsakili oleh setiap x; Sementara itu, gy berkaitan dengan bobotgaris dai titik / ke
titik #bila garis i ada. Titlk dalam jaringan kerja berperan dengan aklivitas tertentu. Aktivitas-
aktivitas ini membutuhkan waktu hingga yang disebut waktu aktivitas.

Diasumsikan aktivitas pada titik tertentu banya dapat dimulai jika semma aktivitas yang
mendahuhiinya swlah menyelesaikan akiivitasnya dan mengirimkan hasilnya sepanjang garis
yang menghubungkan titik tersebut. Jadi garis yang berkaitan- dengan a; dapat ditafsikan
scbagai saluran ouput untuk titik i dan secara bersamsan sebapai saluran input uruk titik .
Dengan demikian, x{f) menyatakan waktu awal dimana titik / menjpdi aktif pada saat ke-k dan
gy adalahjumlah dari waktu aktivitas titik j dan lamanya waktu perjalanan dari titik j ke titik £

Suatu perluasan dari (1) dinyatakan scbagai berikut

ak + ) =A@ x(k) D BBk} danylk} = CD x(k) 3
dimana w(k) merupakan input sedangkan y(k) merupakan output. Pada jaringan kerja, u(k) suatu
vektor yang menunjukkan sumber daya tertentu tersedia pada waktu ke-k sedangkan vekior y(k)
menyatakan saast dimana produk akhir darijaringan kerja ditawarkan pada dunia Juar.

Pada aljabar max-plus suatu bilangan A € R dan vekior v'e B dinamakan nilai eigen dan

vektor eigen yang bersesuaian untuk sustu matriks ‘bujur sangkar A berukuran nxn jika
memenuhi

ABx=/ B x. S : :
Nilai cigen A dapat ditafsirkan scbagai waktu periodik dari sistern, yaitu setiap titik dari jaringan
kerja yang sesuai menjadi aktif setiap A satwan (Subiono, 2000).
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Aljabar Max-Plus Interval dan Matriks Interval Max-Plus

Interval tertutup x dalam R,,, adalab suatu bimpunan bagian dari R, yang berbentuk
x=[x%] = {r € Ruiy | £0wx O ¥ }. Iiterval x dalam Ry, tersebut disebut interval max-plus,
Didefinisikan /(R) = {x=[55]| 5 e R, 0 x G, ¥} U {& dengan ¢ = [6,¢]. Pada {R),
didefinisikan operator & dan & dengan x®y= [x® 3,5 ©F] dn 1By =[x® 78 7], v x,y
€ KR. I(R). merupakan semiring idempoten komutatif dengan elemen netral & := [££] dan
clemen satuan 0 = [0,0). Semiring idempoten komulatif (I( R)Qé,@) disebut Aljabar Max-
Plus Interval yang dinotasikan dengan f(R),.

Untuk A& /(R)ps, didefinisikan matriks 4= (4,) € Ria, dan A= (d,) € R*2 berturu-
wrut  yaitn matriks batas bawah dan matrks batas atags dari mariks interval A
HRYZE =14 = (|4, € IR bt =(Av) e RER variki 1,2, .., mdanj =1, 2, .5

Matriks anggota J(R)r, discbut Matriks Interval Max-Plus.

Definisi 1:

Diberikan A4 € I{R)p,,. Skalar interval 1 € IRy, discbut nilaj eigen Max-Pls Interval
matriks interval 4 jika terdapat suau vekior interval ve l(R).,, dengan v = g schingpa
A®v = A®v. Vekior v tersebut disebut veldor eigen Max-Plus interval matriks interval 4 yang
bersesuaian dengan A. -

Konstruksi Model Sistem Jaringan Antrean Tak Siklik

Struktur jaringan antrean dapat dinyatakan dengan graf beramah &k siklik G = (N.4). Untuk
setiap i € N didefinisikan himpunan pendahulu dan peperus titik ¢ berturut-tunt dengan P = {f |
() € 4} dan S = {f | (i) & 4}. Dimisalkan x{k+1) adalah waktu kedatangan pelinggan ke-
{k+1) pada titik i, kemudian Wk) adalah waktu pelauggan yang telah selesai mendapatkan
pelayanan ke-k pada titik-, dan f, adalah lama waktu pelayanan unmuk pelangran ke-k pada
pelanggan i

Diasumsikan jaringan mulai beroperasi pada nol waktu yaitu bahwa x{0) =0 dan x(k) = suntuk
semua k< 0, i=1, .., n Dinamika artrean pada iitik i dapat dinyatakan sebagai berikut

x{k+1} = maks(iy +J':§kJ. i + 24k)) @
y’(k)':{maksh,m x (k) JikaP(i)20 )
£ , untuk lainnya
Dengan notasi Aljabar Max-Plus, maka persamaan (4) dan (5) dapat dituliskan sebagai berikuit:
X+ 1) =@ y(h) B (,® x k) (6)
L {ea Jer X AB) jka P() #0 o
£ ,untuk lainnya
Dimisalkan
XA =[xl 1), x2(kH1) oy xlet 1], 200 = [n(k), 2 0K), e, yiET
e &
=]t
NE ("
Persamaan (6) dan (7) dapat dituliskan menjadi:
x(kH) =T, @ yk) © T, @ x(k) - ; (8)
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L ' k) = G & x(k) ©)
dengan unsur-unsur dari matrks O yaitu
0 ,jikajeP(i)
Gy = ,
¢ ,untuk lainnya
(G merupakan matriks adjasen dari struktur jaringan antrean. Dari persamaan (8) dan (9) dapat
dituliskan persamaan
x(k+]) =T,@ G®x(k)® T ,Bxa(k)
=({(£® ()@ . (N ®G™ ) B}
Karena grukmr jaringan antrean merupakan-grafberarah tak-siklik, maka (7, ® ™ = suntuk
semua g > p, schingga diperoleh
x(k+]) =((ED(T,@ O @ ... B (T,® GF) ® T;) @x(k)
=(ED{: B GY) ®1"¢®Jf(»'f)
lecnkan ]anngan antrean iak-siklik dengan struktur jaringan yang mempunyai panjng
lintasan terpanjang p dan matriks adjasen G. Persamaan keadaan eksplisit jaringan tersebut
adalah
x(kH) = Ak) Sx(k) (a1
dimana Ak) ={(ES T, @G ® 1.

HASIL DAN DISKUSI
Contob Aplikasi Sistem Jaringan Antrean MultiChannet Tak Siklik dengan Dua Server
Diperhatikan jaringan antrean dalam Gambar 1. Ditunjukkan bahwa w(k) adalah input dan y(k)

adalah owrpw. Dalam sistem jaringan antrean, u(k) merupakan antrean pelanggan yang akan
dilayani, sedangkan y(k) merupakan para pelanggan yang telah selesai dilayani.

Gambar 1: Jaringan antrean multichannel tak siklik dengan dua server.

Matriks adjasen dari jaringan entrean di atas adalah sebagai berikut:

£ E Bl E

0& &l 'e
G=

), & & =

g0 i

Dari persamaan (1) diperoleh persamaan keadaan dalam a] jabar max-plus interval sebagai
berikut:

x(kr1)=4 ® x(k),
maka
(k) e £ £
b H(R)B1, (k) - t,(k) 5 £
% {(k)®1, (k) & 1k €

LS, (B, ()Be (k) . 1,(k) Bt (k) 1,(k) B (k) 1, (k)
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Lama wakiu pelayanan (k) yang dibahas bernpa bilangan real. Dimisalkan diberikan jama
waktu pelayanan sebagai berikut:

ti = [6,7], & = [8,10], : = [8,10] tu =[4.5],

schingga didapatkan :

E £ &
3 Clnaam Baop e £
% [8l0) =&

[14.17] £
.ils',zl] [12,15] [i2,15) (45]
Dari persamaan (3),jika ditulis dalam notasi aljabar max-plus interval adalah
xk+1)=4 ® x(k) & B wk) dan yk) =C ® x(h).
Denganlamawaktuuntukinput danoutput  diberikan,maka: :
7 (5.6]

B= da n C={e ¢ & [34]).

£

Dengan menggunakan scilab, maka diperoieh 4 =13 dan A =16 dengan vektor cigen berturut-
tarut yaitu

(26 32

27 33
v= dan v= 4
= |23 3

\ 31 38

Dipercleh sistem jaringan antrean yang periodik scbagai berikut:

xt 0} = Ml X R x( 4)
26,321} {[39.48]) {52,641} ((65.801) {[78,96)
[27,33] ; [40,49] | [53,63] | [66,81] i [79,97] E
127,331 [ | [40,49)] | [53.651| |(66.811[ [ (79,971
[31,38] ) \(44,54) ) \(57.70) } \[70,86) } |[83102]

(3aa2)); (47.58]); G60.741); (73,901); ([861061):

Dari sistern jaringan antrean yang periodik, maka dapat dibentuk jadwal pelayanan periodik
untuk sistem jaringan antrean mudtichannel tak siklik dengan dua server. Berikut ini adalah
jadwal antrean periodiknya.

Jika dimisalkan waktu awal dimulainya memberikan pelayanan pada pukul 0826 dan sauan
waktu pemrosesan dalam menit, maka dari sistem jaringan antrean yang periodik dapat
diketahui bahwa interval wakm awal dimulainya antrean yaitu pada pukul [08.26, 08.32] yang
dipresentasikan dengan place 1 yaitu place antrean para pelanggan. Selanjutnya interval waktu
dimulainya pelayanan pada pukul [08.27, 08.33} untuk place 2 yaim place pelayanan 1 begitu
juga dengan place 3 yaitu place pelayanan 2 dimuiai pada puku ([08.27, 08.33) karena
diberikan interval waktu yang sama. Pelanggan yang telah selesai mendapatkan pelayanan untuk
place 4 selesai pada pukul {08.31, 08.38]. Untuk lebih lengkap, libat Tabel 1.

Tabel 1: Waktu pelayanan Ty, Ty, Ts, Ty, dan T, pada 4 piace pelayanan.,

7%

T T, L)} T T,
Place 1 | 0826 -0832 | 0B.34 — 0848 | 08.52—09.04 | 09.05-0920 | 09.18—-09.36
Place 2 | 08.27 —0833 | 08.40 — 0842 | 0853 -0905 | 09.06- 0921 | 09.19-0%9.37
Place 3 | 0827 —-08.33 | 0840 - 0849 | 0853 —-0905 | 09.06-0921 | 09.19-09.37
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: ; [ﬁ&cu [708.31-08.38 | 08.44—08.54 | 08:57-09.10° [ 09.20—09.26 [ 09.23-09.42 |

KESIMPULAN

Aljabar max-plus dapat diaplikasikan pada jadwal sistern janingan antrean mulrichanne! 1k
siklik. Dengan menggunakan aljabar max-pius dapat dikenstruksi model sistem jaringan anirean
multichannel tak siklik yaitu

(k1) = A(k) ©x(k)
dimana At} = (£ B{T @ G)F) ® I,. Dari model ini dapat diketahui waktu pelayanan periodik
sistem yaifu nilai¢igennya danm jika vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai cigen dijadikan
sebapai waktu awal pelayanan dengan periode sama dengan nilai eigen tersebut,
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