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KATA PENGANTAR

Peranan dan kontribus matematika di semua sendi kehidupan perlu didukung
penyebarluasan hasil-hasil penelitian atau kajian dalam lingkup matematika dan aplikasinya di
berbagai bidang ilmu pengetahuan maupun industri. Dalam rangka sosialisasi dan desiminasi
karya bakti berupa hasil penelitian atau kajian di bidang matematika, maka Jurusan
Matematika FMIPA ITS mengadakan Seminar Nasional Matematika yang ke-4 Tahun 2008
dengan Tema "MATEMATIKA: PENGEMBANGAN DAN APLIKASINYA UNTUK
MENDUKUNG PROSESKEMANDIRIAN DAN KEBANGKITAN BANGSA”.

Prosiding ini disusun agar dapat memperoleh informasi lengkap tentang semua
kegiatan dan makalah makalah yang terseleks serta dipresentasikan pada Seminar Nasional
Matematika yang ke-4, pada tanggal 13 Desember 2008, di Gedung Pascasarjana ITS.
Kegiatan Seminar ini dihadiri ilmuwan yang bergelut dalam bidang Pemodelan dan Simulasi
Sistem, Analisis dan Aljabar, Riset Operasi dan Pengolahan Data, Stokastik dan Probabilistik,
Graph dan Terapannya, Komputasi dan Rekayasa dan Pembelgjaran Matematika.

Mudah-mudahan prosiding ini menjadi petunjuk yang dapat membantu para pembaca

dalam mengkaji dan mengembangkan matematika. Terimakasih

Surabaya, 13 Desember 2008

Panitia
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Abstrak. Pada penelitian ini akan dibahas masalah eigenvalue dan eigenvector dari matriks
interval dalam Aljabar Max-Plus. Eigenvalue dan eigenvector ini harus memenuhi matriks
interval bawah dan atas. Dalam hal ini matriks interval tersebut dikatakan mempunyai
possible eigenvalue dan universal eigenvalue serta possible eigenvector dan universal
eigenvector. Kemudian akan ditentukan generator-generator dari himpunan semua possible
eigenvector dan universal eigenvector dari suatu matriks interval. Juga akan ditentukan
himpunan terbesar dari matriks interval jika diberikan suatu possible eigenvector dengan
cara iterasi.

Keywords: Aljabar max-plus, eigenvalue, eigenvector, matriks interval

1. Pendahuluan

Pada beberapa permasalahan, matriks digunakan untuk memodelkan suatu sistem dan sistem tersebut
diselesaikan sehingga didapatkan solusinya. Untuk mendapatkan penyelesaian analitis dari sistem ini
adakalanya menemui kesulitan dan lebih mudah menggunakan komputasi. Tetapi nilai komputasi dari
matriks tersebut tidak tepat seperti keadaan yang sebenarnya. Hal ini menyebabkan adanya interval nilai
dari sebuah matriks dalam komputasi dibandingkan keadaan yang sebenarnya. Sebuah matriks yang
mempunyai interval data seperti ini dinamakan matriks interval. Pentingnya masalah matriks interval ini
telah diketahui dan dipelajari dalam Aljabar biasa dan dicari penyelesaiannya (Cechlarova, 2005).

Aljabar max-plus sering digunakan untuk memodelkan suatu permasalahan seperti transportasi,
manufakturing, penjadwalan, sistem antrian, lalu lintas dan lain sebagainya. Seperti halnya pada aljabar
biasa, untuk menyelesaikan model tersebut muncul permasalahan adanya interval nilai yang
menyebabkan adanya matriks interval. Karena itu, diperlukan analisis mengenai matriks interval untuk
mendapatkan penyelesaiannya.

Seperti matriks biasa, matriks interval juga mempunyai eigenvalue dan eigenvector. Namun, pada
matriks interval adanya interval nilai menyebabkan matriks tersebut mempunyai batas bawah dan batas
atas sehingga eigenvalue dan eigenvector yang dimiliki matriks interval tersebut lebih sulit didapatkan
daripada matriks biasa. Hal ini disebabkan eigenvalue dan eigenvector tersebut harus memenuhi matriks
pada batas bawah dan matriks pada batas atas. Sehingga matriks interval mempunyai possible eigenvalue
dan universal eigenvalue serta possible eigenvector dan universal eigenvector. Jika suatu eigenvalue
hanya memenuhi salah satu matriks saja dari matriks interval, maka eigenvalue tersebut dinamakan
possible eigenvalue, begitu juga dengan possible eigenvector. Sedangkan suatu eigenvalue dan
eigenvector bisa dikatakan sebagai universal eigenvalue dan universal eigenvector jika memenuhi semua
matriks pada batas atas dan batas bawah. (Cechlarova, 2005).

Pada penelitian ini, akan dibahas mengenai open problems yang diberikan oleh Cechlarova (2005)
yaitu menentukan generator-generator untuk himpunan semua possible eigenvector dari suatu matriks
interval, langkah-langkah menentukan suatu matriks interval mempunyai universal eigenvector dan
himpunan terbesar dalam suatu matriks interval apabila diberikan suatu possible eigenvector. Untuk
menentukan nilai komputasi digunakan toolbox Aljabar Max-Plus dengan program Scilab—4.1.2.



2. Aljabar Max-Plus

def def
Didefinisikan gi—oo dan eiO. Himpunan Rs adalah himpunan Ru{g}, dimana R adalah

himpunan bilangan riil.

Adapun definisi dari struktur Aljabar dari R dijelaskan dalam definisi berikut ini:

Definisi 1. Struktur aljabar R.s (Bacelli dkk., 1992)

Simbol Ry menyatakan himpunan R U & dengan dua operasi biner yaitu maksimum yang dinotasikan

@ dan penjumlahan yang dinotasikan ®. 0

def def
Untuk setiap a, b € R, didefinisikan operasi @ dan ® adalah a®b i maks(a,b) dan a®b i a+b.

Sehingga untuk setiap a € Rnas dan &, didapatkan a®ec=c¢®a=a dan a®s=c®a=¢. Himpunan
Rmaks dengan operasi © dan ® disebut Aljabar Max-Plus dan dinyatakan R = (R, @, ®, ¢, €).

def
Himpunan matriks di dalam Aljabar Max-Plus dinyatakan dengan R ™™ . Didefinisikan n = {1,2,...n}.

Elemen dari matriks A € R pada baris ke i dan kolom ke j dinyatakan dengan ajj, untuk ien dan

~ maks
all alz e alm
. . . . L ay a, .. a .
jem. Matriks A sebagaimana biasa dapat ditulis dengan A=| 2* "% 7 "2M | Operasi
ay 8y ... Ay

penjumlahan matriks A, B e R, dinotasikan dengan A @ B, didefinisikan

[A®©B]; =a;; ®bj; =maks(a; ,b;; ). Adapun operasi perkalian A ¢ R

nxm

maks dengan skalar o € R

maks '

nx|

maks dan

didefinisikan oleh a®A=[a®A]; =a®a;;. Sedangkan operasi perkalian matriks A e R

|
Be RL:;T,'(S , didefinisikan sebagai A® B:j@?laij ®bj :mjaelfs{aij +bjk}, dimana ien dan k e m.

Suatu graph dapat diubah menjadi bentuk matriks dan sebaliknya, dimana elemen-elemen dari matriks
tersebut merupakan bobot dari arc pada graph yang didefinisikan sebagai berikut:
Definisi 2. Precedence Graph (Bacelli dkk., 1992)
Precedence graph dari matriks bujur sangkar A dengan elemennya a; adalah sebuah graph berarah

berbobot dengan node n dan sebuah arc (j, i) jika a * ¢, dimana bobot pada arc ini adalah nilai dari a;.
Precedence graph dinotasikan 4(A). 0

Dalam sebuah graph terdiri dari beberapa node yang saling berhubungan yang disebut path. Jika
sebuah path mempunyai node awal sama dengan node akhir, maka path tersebut dinamakan circuit.
Sebuah circuit p di 4(A) disebut critical jika mempunyai bobot rata-rata maksimum. Critical graph A
dinotasikan dengan 4“(A) yaitu graph yang terdiri dari semua node dan arc yang menjadi anggota critical
circuit di ¢{A). Semua node yang menjadi anggota 4“(A) disebut critical node.

Adapun definisi eigenvalue dan eigenvector dalam Aljabar Max-Plus diberikan sebagai berikut:
Definisi 3. (Heidergott dkk., 2006)

Misalkan A e R o adalah matriks bujur sangkar. Jika A adalah sebuah skalar dan v € R

sebuah vektor yang memuat minimal satu elemen yang berhingga sehingga memenuhi A®v=A®v,
maka A disebut eigenvalue dari matriks A dan v adalah eigenvector dari matriks A yang bersesuaian
dengan eigenvalue A. 0

adalah

Untuk mendapatkan eigenvalue dan eigenvector dari suatu matriks dalam Aljabar Max-Plus digunakan
algoritma maxalgol (Subiono, 2007).



3. Matriks Interval

Matriks interval adalah himpunan semua matriks yang mempunyai interval nilai dan ditulis dalam
bentuk A :<A, K> ,dimana A, Ae R™" dan A<A. Matriks interval seperti dalam matriks biasa juga

maks
mempunyai eigenvalue dan eigenvector.
Diberikan definisi mengenai eigenvalue pada matriks interval adalah sebagai berikut:
Definisi 4. Possible Eigenvalue dan Universal Eigenvalue (Cechlarova, 2005)
Suatu bilangan riil A adalah sebuah possible eigenvalue dari sebuah matriks interval A jika A merupakan
eigenvalue dari minimal satu matriks A € A. Suatu bilangan riil A adalah sebuah universal eigenvalue
dari sebuah matriks interval A jika A merupakan eigenvalue dari tiap matriks A € A. 0

Sedangkan pengertian eigenvector pada matriks interval didefinisikan sebagai berikut:
Definisi 5. Possible Eigenvector dan Universal Eigenvector (Cechlarova, 2005)

Suatu vektor x e Ry adalah sebuah possible eigenvector dari sebuah matriks interval A jika ada A e

A sehingga A®x=A(A)®x . Suatu vektor x € R ... adalah sebuah universal eigenvector dari sebuah

matriks interval A jika A®x=A(A)®x untuk setiap matriks A € A. 0

Contoh 1.
(38) (24 (69)

Diberikan matriks interval A=| (4,6) (35) —o |. Dengan menggunakan algoritma maxalgol,
(-5) (28) (37)

matriks A mempunyai eigenvalue /1(5)=4 dan matriks A mempunyai eigenvalue A(K)=8. Karena

A(A);e/‘t(ﬂ), berarti matriks interval A tidak mempunyai universal eigenvalue hanya mempunyai
possible eigenvalue yaitu 4<1<8.

1 9
Jika di ambil suatu vektor x=| 2 |, maka diperoleh A® x =| 5 | dengan nilai 2 = maks(A®x-x), =8.
3 6 '
9 12
Selanjutnya didapatkan nilai dari A"®x=A®x=|10| dan A®x=| 7 |. Terlihat bahwa pada
11 10

1
baris kedua dan ketiga, nilai A" ®x>A®x padahal seharusnya A®x<A"®x<A®x. Jadi, x=|2

3
bukan merupakan possible eigenvector untuk matriks interval A.

2 6
Jika di ambil suatu vektor x=| 2|, maka A®x=|6| dengan nilai A =maks(A®x-x), =4.
0 4 '
6 10
Selanjutnya didapatkan nilai dari A"®x=1®x=|6|dan A®x=| 8 |. Terlihat bahwa pada setiap
4 10
baris memenuhi A®x<A"®x<A®x . Adapun nilai dari A" diberikan oleh a;; = min{éij AX)+X =X }
4 4 6 2
sehingga didapatkan A"=|4 4 -oo|. Karena A< A" <A dan A"®x=4®x, maka x=| 2 | adalah
2 2 4 0

possible eigenvector untuk matriks interval A dengan 1=4. .



Contoh 2.

— 00 C —00
Diberikan matriks interval A={A(c),ce(-4,-3)}, dimana A(c)=| ~> -o 1 |. Dengan
-0 -1 -0

menggunakan algoritma maxalgol, didapatkan eigenvalue dari A(c) dan A(c) adalah sama dengan nol.

Jadi, matriks A mempunyai universal eigenvalue A(A(c))=0 untuk semua ce(—4,-3). Dan eigenvector

c -4
dari A(c) adalah | 0 |. Dimana eigenvector dari matriks A(c) adalah | 0 | sedangkan eigenvector dari
-1 - -1
-3
matriks Tc) adalah | O |.Jadi, matriks interval A(c) tidak mempunyai universal eigenvector.
-1
-0 C 0

Diberikan matriks interval B={B(c);ce(~4,-3)}, dimana A(c)=| - -o 1 | dengan matriks
—o -1 -
—wo -4 0 -o -3 0
interval bawah A(c)=| o —co 1 | dan matriks interval atas A(c)=| — - 1 |. Didapatkan

-0 -1 -—oo - =1 -oo

eigenvalue dari B(c) dan B(c) adalah sama dengan nol. Jadi, matriks B mempunyai universal

-1
eigenvalue A(B(c))=0 untuk semua ce(—4,-3). Sedangkan eigenvector dari B(c) adalah | O
-1
-1
Dimana eigenvector dari matriks A(c) dan eigenvector dari matriks A(c) adalah | O |. Jadi, matriks
-1

interval B(c) mempunyai universal eigenvector.

4. Generator Dari Possible Eigenvector dan Universal Eigenvector

Dalam menentukan suatu vektor merupakan possible eigenvector atau bukan dan jika merupakan
possible eigenvector kemudian ditentukan matriks yang bersesuaian, diberikan dalam algoritma berikut:

Algoritma 1.
input : matriks interval A = <A, K> dan vektor x

output : x possible eigenvector dan matriks A* atau x bukan possible eigenvector
A=maks( A®x—x)
if AQX<I®X<A®X

x adalah possible eigenvector

a; =min{§ij A+X —xj}

else

x bukan possible eigenvector
end

Dengan menggunakan Algoritma 4.1. di atas, dilakukan beberapa pengujian kemungkinan generator
dari possible eigenvector sebagai berikut:



Contoh 3.
Matriks interval yang diberikan pada Contoh 1.

a. Eigenvector dari matriks A.

2 6
Jika di ambil eigenvector dari A, vyaitu x=| 2|, maka A®x=| 6| dengan A=4. Didapatkan
0 4
6 10 2
A"®x=1®x=|6| dan A®x=| 8 |. Karena memenuhi A®X<A"®x<A®x maka x=|2
4 10 0
adalah possible eigenvector untuk matriks interval A dengan possible eigenvalue A=4 dan
4 4 6
A=l 4 4 -
2 2 4
b. Eigenvector dari matriks A .
0 4
Jika di ambil eigenvector dari A, yaitu x=| —2 |, maka A®x=| 4| dengan A=6. Didapatkan
-2 1
6 8 0
A"®x=A®x=|4| dan A®x=|6 |. Karena memenuhi A®X<A" ®x<A®x, maka x=| —2
4 6 -2
adalah possible eigenvector untuk matriks interval A dengan possible eigenvalue A1=6 dan
6 4 8
A'=|4 5 -
4 6 6
c. Rata-rata dari eigenvector matriks A dan eigenvector matriks A .
1
Jika di ambil nilai rata-rata dari eigenvector A dan eigenvector A sehingga didapatkan x =| 0 |, maka
-1
5 8 9
A®x=| 5 | dengan A=5. Maka diperoleh A"®x=A®x=|7| dan A®x=| 7 |. Karena memenuhi
2 6 8
1
A®x<A"®x<A®x, maka x=| 0 | adalah possible eigenvector untuk matriks interval A dengan
-1
5 4 7

possible eigenvalue A=5 dan A= 4 5 —oo |.
34 5



d. Maksimum rata-rata dari matriks interval A.
4 3 75

Jika di ambil rata-rata dari matriks interval A, maka didapatkan matriks baru yaitu | 5 4 -—oo|.
- 5 5
7.5
Kemudian tiap baris di ambil nilai maksimumnya maka didapatkan x=| 5 |. Akibatnya diperoleh
5
11 14 15.5
A®x=|11.5 | dengan 1=6.5 dan A"®x=A®x=|115| serta A®x=|13.5 |. Karena memenuhi
8 115 13
75
A®X<A"®x<A®x, maka x=| 5 | adalah possible eigenvector untuk matriks interval A dengan
5
65 6 9
possible eigenvalue 1=6.5 dan A"=| 4 5 - |. .
4 65 6.5

Universal Eigenvector dapat diperoleh berdasarkan pada teorema berikut ini.
Teorema 6. (Cechlarova, 2005)
Misalkan sebuah matriks interval A dengan universal eigenvalue A(A) = 0 sehingga 4°( A) mempunyai
hanya satu komponen yang strongly connected dan misalkan u adalah sebuah fundamental eigenvector
dari matriks A. Maka A mempunyai universal eigenvector jika dan hanya jika u adalah sebuah

eigenvector dari matriks A. \%

Contoh 4.

L L 14y (2,4) o L 11
Diberikan matriks interval A= . Kemudian dibentuk matriks interval B=A -4 .
(35) (4.6) 11

__— 1 2 . . 2

Matriks interval bawah A:(3 4) mempunyai eigenvalue A=4 dan eigenvector v:(4). Sedangkan
L — (4 4 - . 4

matriks interval atas A= - mempunyai eigenvalue A1=6 dan eigenvector v= 6 Maka

11 -3 -2
didapatkan matriks interval bawah B:A—/I(l 1):( ! 0) yang mempunyai A=0 dan

-2
eigenvector v:( 0 ) . Dengan graph sebagai berikut:

(COO—( D

-3 -2
Gambar 4.1. Graph dari matriks interval bawah B = ( 1 0 j

Terlihat pada Gambar 4.1 bahwa 4°( A ) mempunyai hanya satu komponen yang strongly connected yaitu
2 — 2 dengan bobot sama dengan nol.



-2 -2

-1 0

- (11
Demikian juga dengan matriks interval atas B = A—i(l J :(

j mempunyai eigenvalue
. -2
A=0 dan eigenvector v= 0l
_ (-2 =2
Gambar 4.2. Graph dari matriks interval atas B = 1 0 )

Terlihat pada Gambar 4.2 bahwa ¢“( A') mempunyai hanya satu komponen yang strongly connected yaitu
2 — 2 dengan bobot sama dengan nol.

S - . . . -2
Maka, matriks interval B mempunyai universal eigenvalue 2=0 dan universal eigenvector v=( 0 j ..

Contoh 5.

11 j
Dari matriks interval pada Contoh 3.1. kemudian dibentuk matriks interval B=A - 1|1 1 “1|. Maka

111
111 -1 -2 2
didapatkan matriks interval bawah B=A-4/1 1 1{=| 0 -1 —oo | mempunyai eigenvalue
111 -0 -2 -1
2 111 0 -4 1
A=0 dan eigenvector v=| 2 |. Sedangkan matriks interval atas B=A—-A1|1 1 1|=|-2 -3 -w
0 111 -3 0 -1
1 2
mempunyai eigenvalue 1=0 dan eigenvector v=| -1 |=| O |.
-1) \0

Meskipun berasal dari sebuah matriks interval, namun setelah masing-masing elemen dikurangi
eigenvalue masing-masing ternyata matriks tersebut bukan merupakan matriks interval lagi. Sebab ada
beberapa elemen dari matriks interval bawah yang nilainya lebih besar dari matriks interval atas, yaitu

a,=-2>-4=a,, a;,=2>1=a;, a, =0>-2=3a, dan a,, =-1>-3=4a,,. Akibatnya

eigenvector dari B tidak sama dengan eigenvector B. .

5. Himpunan Terbesar Dari Matriks Interval Jika Diberikan Suatu Possible
Eigenvector

Untuk mendapatkan himpunan terbesar di suatu matriks interval apabila diberikan suatu possible
eigenvector akan dilakukan dengan cara iterasi. Matriks A* pasti terletak di antara matriks A dan A.
Kemudian matriks A digantikan oleh matriks A* dan seterusnya hingga nilai dari matriks A semakin

naik hingga mencapai nilai terbesarnya dan berhenti.
Contoh 6.
Matriks interval diberikan pada Contoh 4.1. Dari keempat macam A* yang telah didapatkan, diambil A*

dengan nilai terbesar, yaitu jika diberikan vektor yang merupakan eigenvector dari A, vyaitu
6 4 8

A =4 5 - . Dengan menggunakan algoritma maxalgol, didapatkan matriks A* mempunyai A=6
4 6 6



dan v= . Kemudian di ambil A* sebagai A_l sehingga matriks interval berubah menjadi

(6.8) (8.9) 2
(4,6) —oo |. Jika diberikan x adalah eigenvector dari A! yaitu x=| 0 |, maka didapatkan
(45) (6.8) (6,7) 0
6 4 8
Af* ={4 5 —oo | yang sama dengan A* = A_l Jika diberikan x adalah eigenvector dari A yaitu
4 6 6
2 6 4 38
x=| 0 |, maka didapatkan Azz* =|4 5 -—oo|. Jika diberikan x adalah nilai maksimum dari rata-rata
0 4 6 6
8.5
matriks interval, yaitu x=| 5 |, maka didapatkan bahwa x bukan merupakan possible eigenvector.
7
Jadi, himpunan terbesar dari matriks interval A jika diberikan keempat macam possible eigenvector
6 4 8
kemudian di ambil nilai A" yang terbesar dan dilakukan secara iterasi adalah | 4 5 —oo |. o
4 6 6

6. Kesimpulan

1. Generator dari Possible eigenvector dari matriks interval A adalah eigenvector A, eigenvector A,
rata-rata eigenvector A dan A serta dari nilai maksimum tiap baris matriks rata-rata. Hal ini berlaku

juga untuk masing-masing kelipatannya dengan memberikan hasil A* yang sama.
2. Himpunan terbesar suatu matriks interval A apabila diberikan suatu possible eigenvector didapatkan
dengan cara iterasi. Matriks A* pasti terletak di antara matriks A dan A. Kemudian matriks A

digantikan oleh matriks A* dan seterusnya hingga nilai dari matriks A semakin naik hingga
mencapai nilai terbesarnya dan berhenti.
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